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Introduction
Soient M un 1-motif defini sur un corps k de caracte´ristique nulle et 〈M〉⊗
la cate´gorie tannakienne engendre´e par M (dans une cate´gorie des syste`mes de
re´alisations). Le produit tensoriel de la cate´gorie 〈M〉⊗ permet de de´finir la notion
d’alge`bre de Hopf commutative dans la cate´gorie Ind〈M〉⊗ des Ind-objets de 〈M〉⊗.
La cate´gorie des sche´mas en groupes affines motiviques est l’oppose´e de la cate´gorie
des alge`bres de Hopf commutatives de Ind〈M〉⊗.
Le groupe de Galois motivique Gmot(M) de M est le groupe fondamental
de la cate´gorie tannakienne 〈M〉⊗ engendre´e par M , i.e. le sche´ma en groupes
affine motivique Sp(Λ), ou` Λ est l’e´le´ment de 〈M〉⊗ universel pour la proprie´te´
suivante: pour tout X dans 〈M〉⊗, il existe un morphisme λX : X
v ⊗ X −→ Λ
fonctoriel en X . Ces morphismes {λX}, qui peuvent se ree´crire sous la forme
X −→ X ⊗ Λ, de´finissent une action du groupe Gmot(M) sur chaque e´le´ment X
de 〈M〉⊗. Puisque la de´finition de groupe de Galois motivique ne de´pend que
de la cate´gorie tannakienne engendre´e par le 1-motif M et puisque deux 1-motifs
isoge`nes engendrent la meˆme cate´gorie tannakienne, le groupe Gmot(M) est de´finie
a` isoge´nie pre`s.
Math. classification: 14A99 - 18A99 - 11G99
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La filtration par le poids W∗ du 1-motifM induit une filtration croissante W∗
en trois crans sur Gmot(M). En particulier, le cran W−1(Gmot(M)) est le radical
unipotent du groupe Gmot(M). Le re´sultat principal de cet article est un the´ore`me
de P. Deligne (the´ore`me principal 0.1 infra) qui affirme que le radical unipotent
de l’alge`bre de Lie de Gmot(M) est la varie´te´ semi-abe´lienne de´finie par l’action
adjointe de l’alge`bre de Lie GrW∗ (W−1(LieGmot(M))) sur elle-meˆme. P. Deligne a
esquisse´ la preuve de ce the´ore`me dans une lettre qu’il a envoye´ a` l’auteur a` la suite
d’une question de celle-ci, a` propos du radical unipotent du groupe de Mumford-
Tate des 1-motifs. En suivant ses indications (cf. [D01]), dans cet article on se
propose de donner une preuve comple`te de ce re´sultat.




le 1-motif scinde´ de poids -1 et -2 obtenu a` partir des endomorphismes du gradue´
GrW∗ (M) de M . L’antisyme´trise´ du produit
P : E ⊗E −→ E
de´fini par la composition des endomorphismes, munit E d’une structure d’alge`bre
de Lie, (E, [ , ]). L’action de E sur le gradue´ GrW∗ (M) est de´crite par un morphisme
E ⊗GrW∗ (M) −→ Gr
W
∗ (M)
qui munit le 1-motif GrW∗ (M) d’une structure de (E, [ , ])-module de Lie.
La donne´e d’une structure de Lie sur le 1-motif E est e´quivalente a` la donne´e d’un
Σ-torseur d∗B sur la varie´te´ abe´lienne GrW−1(E). Graˆce a` ce Σ-torseur d
∗B, on
peut caracte´riser le 1-motif M : se donner M est e´quivalent a` se donner le gradue´
GrW∗ (M), un point k-rationnel b sur la varie´te´ abe´lienne Gr
W
−1(E), et un point
k-rationnel b˜ dans la fibre du Σ-torseur d∗B au dessus du point b.
Soient B la sous-varie´te´ abe´lienne de GrW−1(E) et Z(1) le sous-tore de Gr
W
−2(E) tels
que (B,Z(1), [ , ]) est la plus petite sous-alge`bre de Lie de (E, [ , ]) dans laquelle
vit b˜. Via le morphisme E ⊗ GrW∗ (M) −→ Gr
W
∗ (M), cette sous-alge`bre de Lie
agit sur le gradue´ GrW∗ (M). De plus, (B,Z(1), [ , ]) est la plus petite sous-alge`bre
de Lie de (E, [ , ]) qui caracte´rise la cate´gorie 〈M〉⊗ au moyen de son action sur
GrW∗ (M): plus pre´cisement, le foncteur “prendre le gradue´”
GrW∗ : 〈M〉
⊗ −→ 〈GrW∗ (M)〉
⊗
induit une e´quivalence de la cate´gorie 〈M〉⊗ avec la cate´gorie des objets de
〈GrW∗ (M)〉
⊗ munis de l’action de l’alge`bre de Lie (B,Z(1), [ , ]) (the´ore`me 3.8).
D’un autre coˆte´, si on applique le the´ore`me 8.17 [D90] a` ce foncteur GrW∗ :
〈M〉⊗ −→ 〈GrW∗ (M)〉
⊗, on obtient que la cate´gorie 〈M〉⊗ est e´quivalente a` la
cate´gorie des objets de 〈GrW∗ (M)〉
⊗ munis d’une action de GrW−1(LieGmot(M)) +
GrW−2(LieGmot(M)). Graˆce a` la proprie´te´ universelle du groupe de Galois mo-
tivique Gmot(M), on conclut que Gr
W
−1(LieGmot(M)) est la varie´te´ abe´lienne B
2
et W−2(LieGmot(M)) est le tore Z(1) (corollaire 3.10). Avec ces notations on peut
e´noncer:
0.1. The´ore`me principal
Le radical unipotent W−1(LieGmot(M)) de l’alge`bre de Lie du groupe de Galois
motivique de M est la varie´te´ semi-abe´lienne extension de B par Z(1)
(0.1.1) 0 −→ Z(1) −→W−1(LieGmot(M)) −→ B −→ 0
de´finie par l’action adjointe de l’alge`bre de Lie (B,Z(1), [ , ]) sur B + Z(1).
Une conse´quence imme´diate de ce the´ore`me est le calcul de la dimension de
l’alge`bre de Lie du groupe de Galois motivique Gmot(M) d’un 1-motif:
0.2. Corollaire
dimLieGmot(M) = dimB + dimZ(1) + dimLieGmot(Gr
W
∗ M),
ou` on a clairement que dimLieGmot(Gr
W





0, et que dimLieGmot(Gr
W
∗ M) = 1 si Gr
W
−1M = 0 et Gr
W
−2M 6= 0.
Pour de´finir le groupe de Galois motivique d’un 1-motif M et pour pou-
voir appliquer le the´ore`me 8.17 de [D90], on a besoin de savoir que M engendre
une cate´gorie tannakienne. Actuellement, la seule fac¸on d’obtenir ce re´sultat est
d’identifier la cate´gorie des 1-motifs a` une sous-cate´gorie de la cate´gorie tannaki-
enne des syste`mes de re´alisations. La de´finition de groupe de Galois motivique et
l’application du the´ore`me 8.17 de [D90], sont la raison pour laquelle on est oblige´
de supposer que le coprs k est de caracte´ristique nulle (rappelons que la cate´gorie
tannakienne des syste`mes de re´alisations n’est de´fini que pour k de caracte´ristique
nulle).
Par contre, la de´finition de l’alge`bre de Lie (E, [ , ]) ainsi que celle de son action
sur le gradue´ GrW∗ (M) ne requie`rent pas l’hypothe`se que le corps de de´finition de
M soit de caracte´ristique nulle: pour la construction de l’alge`bre de Lie (E, [ , ]) et
de son action E⊗GrW∗ (M) −→ Gr
W
∗ (M), on se place dans la cate´gorie des 1-motifs
(i.e. dans un cadre tout a` fait ge´ometrique) et non dans la cate´gorie tannakienne
des syste`mes de re´alisations. En particulier, on n’identifie pas les morphismes et les
objets de la cate´gorie des 1-motifs aux re´alisations correspondantes, mais on de´finit
au fur et a` mesure les produits tensoriels et les morphismes dont on a besoin: on
va essentiellement tensoriser des motifs par des motifs purs de poids 0, et comme
morphismes on va utiliser les projections et les biextensions. Remarquons que
les biextentions de deux 1-motifs par un tore sont l’interpre´tation ge´ome´trique des
morphismes M1⊗M2 −→ Y (1) du produit tensoriel de deux 1-motifs vers un tore.
Le re´fe´re´ m’a signale´ qu’on peut ge´ne´raliser cette dernie`re interpre´tation pour
de´finir les morphismes M1 ⊗M2 −→ M3 du produit tensoriel de deux 1-motifs
vers un troisie`me 1-motif.
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Pour chaque foncteur fibre ω de 〈M〉⊗ sur un k-sche´ma S, le S-sche´ma
ω(Gmot(M)) := Spec(ω(Λ)) est le S-sche´ma en groupes affines Aut
⊗
S (ω), qui re-
pre´sente le foncteur qui a` tout S-sche´ma T , u : T −→ S, associe le groupe des
automorphismes de ⊗-foncteurs du foncteur fibre u∗ω. En particulier, si ωH est
le foncteur fibre “re´alisation de Hodge”, ωH(Gmot(M)) est le groupe de Mumford-
Tate du 1-motif M : en d’autres termes, le groupe de Galois motivique de M
est l’interpre´tation ge´ome´trique du groupe de Mumford-Tate de M . Ce papier
comple`te donc l’e´tude de la structure du groupe de Mumford-Tate de M que
l’auteur avait entreprise dans §1 [B02]: le the´ore`me principal 0.1 est la version
comple`te et motivique du lemme structural 1.4 [B02].
La notion de groupe fondamental d’une cate´gorie tannakienne (et donc, en
particulier, la notion de groupe de Galois motivique) a e´te´ introduite par P. Deligne
dans [D89] et [D90], ou` le lecteur trouvera toutes les proprie´te´s de base de ce
groupe. Dans [M94], J. S. Milne e´tudie le groupe de Galois motivique des motifs
de´finis sur un corps fini. De plus, toujours dans cet article, il de´montre que le
groupe de Galois motivique des motifs de type CM sur un corps de caracte´ristique
nulle, est le groupe de Serre. Pour le moment, ceci sont les seules re´sultats publie´s
sur les groupes de Galois motiviques.
Dans la premie`re section on rappelle rapidement des notions de base sur les
1-motifs de´finis sur k et sur leur groupe de Galois motivique. Apre`s un survol sur
les Σ-torseurs, dans la deuxie`me section on de´montre que la donne´e d’un Σ-torseur
sur une varie´te´ abe´lienne est e´quivalente a` la donne´e d’une structure d’alge`bre de
Lie sur un 1-motif. On termine cette section en construisant un exemple de Σ-
torseur et en explicitant le crochet de Lie qui lui correspond. Dans la section 3 on
calcule les gradue´s GrW−1(LieGmot(M)) et Gr
W
−2(LieGmot(M)) de l’alge´bre de Lie du
groupe de Galois motivique d’un 1-motifM et enfin dans la section 4 on de´montre
le the´ore`me principal.
Remerciements: Je suis tre`s reconnaissante envers Pierre Deligne pour avoir e´claire´
d’un jour nouveau les re´sultats de ma the`se de doctorat (cf. [D01]). Je tiens aussi a`
le remercier pour les corrections et les commentaires qu’il a apporte´s a` ce texte. Je
remercie Lawrence Breen pour avoir mis en e´vidence le roˆle des Σ-torseurs dans la
lettre de P. Deligne, et Daniel Bertrand, Uwe Jannsen et Jean-Pierre Wintenberger
pour les discussions que nous avons eues sur les 1-motifs. Je tiens a` remercier aussi
le re´fe´re´ pour ses commentaires et ses questions. Enfin, je suis tre`s reconnaissante
envers Michel Waldschmidt qui n’a jamais cesse´ de m’encourager et de me soutenir
dans ma recherche.
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de Strasbourg: je tiens a` les remercier pour leur hospitalite´.
Dans cette article, k est un corps de caracte´ristique nulle et de cloˆture alge´brique
k, et Gal(k/k) est le groupe de Galois de k sur k.
1. Rappels sur les 1-motifs et leur groupe de Galois motivique
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1.1. D’apre`s [D75] (10.1.10), un 1-motif M = [X
u
−→G] sur k consiste en
(a) un sche´ma en groupes X sur k, qui pour la topologie e´tale est un sche´ma
en groupes constants de´fini par un Z-module libre de type fini;
(b) une varie´te´ semi-abe´lienne de´finie sur k, i.e. une extension d’une varie´te´
abe´lienne A par un tore Y (1) de groupe de cocaracte`res Y ,
(c) un morphisme u : X −→ G de sche´mas en groupes sur k.
On doit penser a` X comme au groupe des caracte`res d’un tore de´fini sur k,
i.e. comme a` un Gal(k/k)-module de type fini. On identifie X(k) a` un Z-module
libre de type fini, qu’on note ZrgX . La donne´e (c) est e´quivalente a` la donne´e de
l’homomorphisme
u : X(k) −→ G(k)
Gal(k/k)-e´quivariant. On note X (resp. A, Y (1)) le 1-motif [X −→ 0] (resp.
[0 −→ A], [0 −→ Y (1)]).
Une isoge´nie entre deux 1-motifs f = (fX , fG) : [X1
u1−→G1] −→ [X2
u2−→G2]
est un morphisme de complexes de sche´mas en groupes, tel que fX : X1 −→ X2
est injectif et de conoyau fini, et fG : G1 −→ G2 est surjectif et de noyau fini. On
de´finit sur M = [X
u
−→G] une filtration croissante W∗, dite filtration par le poids:
W0(M) =M,
W−1(M) = [0 −→ G],
W−2(M) = Y (1).
Si on pose GrWn
de´f
= Wn/Wn−1, on a Gr
W
0 (M) = X,Gr
W




La notion de biextension permet de donner une description plus syme´trique
des 1-motifs: conside´rons le 7-uplet (X,X∗, A, A∗, v, v∗, ψ) ou`
- X et X∗ sont deux sche´mas en groupes sur k, qui pour la topologie e´tale
sont des sche´mas en groupes constants de´finis par des Z-modules libres de type
fini,
- A et A∗ sont deux varie´te´s abe´liennes en dualite´ de´finies sur k,
- v : X −→ A et v∗ : X∗ −→ A∗ sont deux morphismes de sche´mas en groupes
sur k (ou, ce qui est e´quivalent, v : X(k) −→ A(k) et v∗ : X∗(k) −→ A∗(k) sont
deux homomorphismes Gal(k/k)-e´quivariants), et
- ψ est une trivialisation Gal(k/k)-e´quivariante de l’image re´ciproque par
(v, v∗) de la biextension de Poincare´ de (A,A∗).
A partir de ce 7-uplet (X,X∗, A, A∗, v, v∗, ψ) on peut reconstruire le 1-motif M =
[X
u
−→G]: X∗ s’identifie au groupe des caracte`res du tore Y (1), v∗ de´finit l’exten-
sion G de A par Y (1), et v et ψ fournissent l’homomorphisme u (cf. [R94] 2.4.1).
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1.2. Soient M≤1(k) la cate´gorie des 1-motifs sur k et SR(k) la cate´gorie tannaki-
enne des syste`mes de re´alisations (pour les cycles de Hodge absolus) sur k de´finie
par Jannsen dans [J90] I 2.1. D’apre`s [D75] §10 et [R94] 3.1 on a le foncteur
pleinement fide`le
M≤1(k) −→ SR(k)
M 7−→ (Tσ(M),TdR(M),Tℓ(M), Iσ,dR, Iσ,ℓ) σ:k→C, σ:k→C
ℓ nombre premier
qui a` chaque 1-motif M associe ses re´alisations de Hodge Tσ(M), de de Rham
TdR(M), ℓ-adique Tℓ(M), et les isomorphismes de comparaison Iσ,dR : Tσ(M)⊗Q
C −→ TdR(M) ⊗k C et Iσ,ℓ : Tσ(M)⊗Q Qℓ −→ Tℓ(M). On peut donc identifier
la cate´gorieM≤1(k) a` une sous-cate´gorie de SR(k), qu’on notera encore M≤1(k).
Soit M(k) la sous-cate´gorie tannakienne de la cate´gorie SR(k) engendre´e par
M≤1(k). L’objet unite´ de M(k) est le 1-motif Z(0) = [Z −→ 0]. On note M
v ∼=
Hom(M,Z(0)) le dual du 1-motif M et evM : M ⊗M
v −→ Z(0) et δM : Z(0) −→
Mv ⊗M les morphismes de M(k) qui le caracte´risent (cf. [D90] (2.1.2)). Le dual
de Cartier de M est le 1-motif
(1.2.1) M∗ =Mv ⊗ Z(1).
La sous-cate´gorie tannakienne 〈M〉⊗ engendre´e par M est la sous-cate´gorie pleine
de M(k) d’objets les sous-quotients des sommes de M⊗n⊗Mv⊗m et de foncteur
fibre la restriction du foncteur fibre de M(k) a` 〈M〉⊗.
D’apre`s [By83] (2.2.5), pour chaque plongement σ : k −→ C de k dans C, le
foncteur correspondant de la cate´gorie 〈M〉⊗ vers la cate´gorie des structures de
Hodge mixtes est pleinement fide`le.
1.3. Dans la cate´gorieM(k), unmorphismeM1⊗M2 −→ Y (1) du produit tensoriel
de deux 1-motifs vers un tore est une classe d’isomorphismes de biextensions de
(M1,M2) par Y (1) (cf. [D75] (10.2.1)). On pose
(1.3.1) HomM(k)(M1 ⊗M2, Y (1)) = Biext
1(M1,M2; Y (1))
ou` Biext1(M1,M2; Y (1)) est le groupe des classes d’isomorphismes de biextensions
de (M1,M2) par Y (1). En particulier, la classe de la biextension de Poincare´ P
de (A,A∗) par Z(1) est l’accouplement de Weil
PP : A⊗A
∗ −→ Z(1).
Rappelons que dans [D75] §10.2, sous l’hypothe`se que k est alge´briquement clos
Deligne prouve que cette de´finition est compatible aux re´alisations de Hodge, ℓ-
adique et de de Rham.
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Soit M un 1-motif de M(k). Une biextension syme´trique (B, ξB) de (M,M)
par Y (1) est une biextension B de (M,M) par Y (1) (cf. [D75] (10.2.1)) munie
d’un morphisme de biextensions ξB : s
∗B −→ B, ou` s∗B est l’image inverse de
B par le morphisme s : M ×M −→ M ×M qui permute les facteurs, tel que la
restriction d∗ξB de ξB par le morphisme diagonal d : M −→M ×M co¨ıncide avec
l’isomorphisme
(1.3.2) νB : d
∗s∗B −→ d∗B
de´coulant de l’identite´ s ◦ d = d. Le morphisme ξB est involutif, dans le sens que
le morphisme compose´ ξB ◦ s
∗ξB : s
∗s∗B −→ s∗B −→ B s’identifie a` l’identite´ de
B (cf. [Br83] 1.7). La syme´trise´e d’une biextension B de (M,M) par Y (1) est
la biextension syme´trique (B ∧ s∗B, ξB∧s∗B), ou` le morphisme ξB∧s∗B est donne´e
canoniquement par le morphisme compose´
(1.3.3) ξB∧s∗B : s
∗B ∧ s∗s∗B −→ s∗B ∧B
τ
−→B ∧ s∗B
ou` la premie`re fle`che provient de la relation s ◦ s = id alors que la seconde est le
morphisme τ : s∗B∧B −→ B∧s∗B qui permute les facteurs du produit contracte´.
Un morphisme antisyme´trique M ⊗M −→ Y (1) est une classe d’isomorphis-
mes de biextensions syme´triques de (M,M) par Y (1).
1.4. Remarque:
(1) Antisyme´triser un morphismeM⊗M −→ Y (1) e´quivaut donc a` syme´triser
la biextension correspondante.
(2) Soient B une biextension de (M1,M2) par Y (1) et b :M1⊗M2 −→ Y (1) le
morphisme qui lui correspond via (1.3.1). D’apre`s une ge´ne´ralisation aux 1-motifs
de [D75] (10.2.4), l’image inverse s∗B de B par le morphisme s : M2 ⊗M1 −→
M1 ⊗M2 qui permute les facteurs, correspond au morphisme
−b ◦ s :M2 ⊗M1 −→ Y (1).
1.5. La cate´gorie des sche´mas affines motiviques en 〈M〉⊗ est la cate´gorie oppose´e
de celle des anneaux commutatifs a` unite´ de la cate´gorie Ind〈M〉⊗ des Ind-objets
de 〈M〉⊗ (cf [D89] §5). L’objet final de cette cate´gorie est le sche´ma affine mo-
tivique Sp(Z(0)) de´fini par l’anneau Z(0) de 〈M〉⊗ (rappelons qu’il y a un foncteur
canonique pleinement fide`le de la cate´gorie 〈M〉⊗ vers la cate´gorie Ind〈M〉⊗). Un
sche´ma en groupes affine motivique est un objet en groupes de la cate´gorie des
sche´mas affines motiviques. L’alge`bre de Lie d’un sche´ma en groupes affine mo-
tivique est un pro-objet L de 〈M〉⊗ muni d’une structure d’alge`bre de Lie, i.e. L
est muni d’une application antisyme´trique [ , ] : L⊗L −→ L qui satisfait l’identite´
de Jacobi.
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Le groupe de Galois motivique Gmot(M) d’un 1-motifM deM(k) est le sche´ma
en groupes affine motivique Sp(Λ), ou` Λ est l’e´le´ment de 〈M〉⊗ universel pour la
proprie´te´ suivante: pour tout X dans 〈M〉⊗ il existe un morphisme
(1.5.1) λX : X
v ⊗X −→ Λ




1⊗f ↓ ↓ λX
Y v ⊗ Y
λY−→ Λ
soit commutatif. La proprie´te´ universelle de Λ est que pour tout U dans Ind〈M〉⊗,
l’application
(1.5.2)
Hom(Λ, U) −→ {uX : X
v ⊗X −→ U, fonctoriels en X}
f 7−→ f ◦ λX
est une bijection. L’existence de Gmot(M) est demontre´ dans [D90] 8.4, 8.10,
8.11 (iii). Puisque le groupe Gmot(M) ne de´pend que de la cate´gorie tannakienne
engendre´ par le 1-motif M , la notion de groupe de Galois motivique est stable par
dualite´ et par isoge`nies.
Les morphismes (1.5.1), qui peuvent se re´ecrire sous la forme X −→ X ⊗ Λ,
de´finissent une action du groupe Gmot(M) sur chaque X de 〈M〉
⊗. En particulier,
le morphisme Λ −→ Λ ⊗ Λ repre´sente l’action de Gmot(M) sur lui-meˆme par
automorphismes inte´rieurs (cf. [D89] 6.1).
La filtration par le poids de M induit sur le groupe de Galois motivique
Gmot(M) une filtration croissante W∗ de´finie sur k (cf. [S72] Chapitre 2 §2):
W0(Gmot(M)) = Gmot(M)
W−1(Gmot(M)) = {g ∈ Gmot(M) | (g − id)M ⊆ W−1(M), (g − id)W−1(M) ⊆
W−2(M), (g − id)W−2(M) = 0},
W−2(Gmot(M)) = {g ∈ Gmot(M) | (g− id)M ⊆W−2(M), (g− id)W−1(M) = 0},
W−3(Gmot(M)) = 0.
Il est e´vident que W−1(Gmot(M)) est unipotent. D’apre`s l’analogue motivique
de [By83] §2.2, GrW0 (Gmot(M)) agit trivialement sur Gr
W
0 (M), par homothe´ties
sur GrW−2(M) et son image dans le groupe des automorphismes de Gr
W
−1(M) est
le groupe de Galois motivique de la varie´te´ abe´lienne GrW−1(M). Par conse´quent
GrW0 (Gmot(M)) est re´ductif etW−1(Gmot(M)) est le radical unipotent de Gmot(M).
1.6. Si ω est un foncteur fibre de 〈M〉⊗ sur un k-sche´ma S, ω(Λ) est l’alge´bre de
Hopf dont le spectre Spec(ω(Λ)) est le S-sche´ma affine Aut⊗S (ω) qui repre´sente le
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foncteur qui a` tout S-sche´ma T , u : T −→ S, associe le groupe des automorphismes
de ⊗-foncteurs du foncteur X 7−→ u∗ω(X) de 〈M〉⊗ dans les faisceaux localement
libres de rang fini sur T (cf. [D90] (8.13.1)).
D’apre`s le formalisme de [D89] 5.11, le groupe de Galois motivique Gmot(M)
correspond a` la donne´e, pour tout foncteur fibre ω sur tout k-sche´ma S, du S-
sche´ma en groupes affine Aut⊗S (ω), de formation compatible a` tout changement




(1) Le groupe de Galois motivique de l’objet unite´ Z(0) de M(k) est le sche´ma
affine motivique Sp(Z(0)). Si ωH est le foncteur fibre “re´alisation de Hodge”,








= Spec(Q), qui est le groupe de
Mumford-Tate de Z(0).





= Z(1). Si on applique le foncteur fibre “re´alisation
de Hodge”, on obtient que l’alge`bre de Lie du groupe de Mumford-Tate de Z(1)
est la structure de Hodge de Tate.
2. Les Σ-torseurs et les alge`bres de Lie
2.1. Soient P et G deux groupes abe´liens dans un topos quelconque et L un G-
torseur sur P . Notonsm : P×P −→ P la loi de groupe de P et s : P×P −→ P×P
le morphisme qui permute les facteurs. On pose
Λ(L) = m∗L ∧ p∗1L
−1 ∧ p∗2L
−1.
ou` pi : P ×P −→ P de´signe la projection canonique sur le i-e`me facteur. C’est un
torseur sur P × P muni d’un isomorphisme canonique ξL : s
∗Λ(L) −→ Λ(L) qui
est de´fini par la commutativite´ de la loi de groupe de P , et dont l’image inverse
par le morphisme diagonal est l’isomorphisme d∗s∗Λ(L) −→ d∗Λ(L) de´fini par la
relation s ◦ d = d. On note











3 −→ P (resp. mij : P
3 −→ P ) est la fle`che de´finie parm123(x1, x2, x3)
= x1 + x2 + x3 (resp. mij(x1, x2, x3) = xi + xj) et pi : P × P × P −→ P de´signe
la projection canonique sur le i-e`me facteur. Si on confronte les fibres de θ(L)
et (m× 1)∗Λ(L) ∧ p∗13Λ(L)
−1 ∧ p∗23Λ(L)
−1 au dessus du point ge´ne´ral (x, y, z) de
P×P×P , on observe que les morphismes contraction 0 −→ L−1z Lz et 0 −→ L
−1
x Lx
de´finissent les isomorphismes canoniques









Un G-torseur cubiste (L, (B, ξB), α) sur P est un G-torseur L sur P muni
d’une biextension syme´trique (B, ξB) de (P, P ) par G et d’un morphisme de
torseurs α : B −→ Λ(L), tel que ξL ◦ s
∗α = α ◦ ξB et tel que le diagramme
suivant soit commutatif
(m× 1)∗B ∧ p∗13B
−1 ∧ p∗23B
−1 −→ (m× 1)∗Λ(L) ∧ p∗13Λ(L)
−1 ∧ p∗23Λ(L)
−1
ψB ↓ ↓ ψL
(1×m)∗B ∧ p∗12B
−1 ∧ p∗13B
−1 −→ (1×m)∗Λ(L) ∧ p∗12Λ(L)
−1 ∧ p∗13Λ(L)
−1
ou` les fle`ches horizontales sont induites par α, ψL = χ
−1
1 ◦χ2 et ψB = s2◦s
−1
1 ou` s2
et s1 sont les sections qui de´finissent les deux lois de composition partielles sur la
biextension B. Le morphisme α : B −→ Λ(L) impose, par transfert de structure,
une structure de biextension a` Λ(L) qui est automatiquement une structure de
biextension syme´trique, a` cause de l’existence de l’isomorphisme canonique ξL :
s∗Λ(L) −→ Λ(L).
2.2. Un G-torseur syme´trique (L, λ) sur P est un G-torseur L sur P muni d’un
isomorphisme de torseurs λ : inv∗L −→ L, ou` inv : P −→ P est la loi d’inverse de
P .
Puisque Biext1(P1, P2;G) est additif en les variables P1 et P2, si B est une
biextension de (P, P ) par G, on a l’isomorphisme de biextension
(p1 × p3)
∗B ∧ (p1 × p4)
∗B ∧ (p2 × p3)
∗B ∧ (p2 × p4)
∗B −→ (m×m)∗B
ou` pi : P ×P ×P ×P −→ P est la projection canonique sur le i-e`me facteur. Cet
isomorphisme fournit le morphisme (p1 × p4)
∗B ∧ (p2 × p3)
∗B −→ (m ×m)∗B ∧
(p1 × p3)
∗B−1 ∧ (p2 × p4)
∗B−1, dont l’image inverse par le morphisme diagonal
P 2 −→ P 2 × P 2 est le morphisme
(2.2.1) γB : B ∧ s
∗B −→ Λ(d∗B).
Un Σ−G-torseur ((L, λ), (B, ξB), α, β) sur P consiste en un G-torseur cubiste
(L, (B, ξB), α) dont le G-torseur sous-jacent est syme´trique (L, λ), et en un mor-







ou` cB : B
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1∧ξ−1
B−→ B ∧ s∗B
γB
−→Λ(d∗B). Le morphisme β exprime la compatibilite´
entre la structure syme´trique et la structure cubiste de L. Heuristiquement, ceci
s’explique ainsi: si ∆1 : P
2 −→ P 3 est le morphisme de´fini par ∆1(x, y) = (x +
y,−x,−y), alors il existe un isomorphisme
(2.2.2) ∆∗1θ(L) −→ Λ(L) ∧ Λ(inv
∗L)−1.
La structure cubiste sur L munit Λ(L) d’une structure de biextension, qui par les
applications χi et ∆1 nous fournit une section de ∆
∗
1θ(L). L’isomorphisme (2.2.2)
fait correspondre a` cette section le morphisme de torseurs ℓL : Λ(inv
∗L) −→ Λ(L).
Dire que la structure cubiste de L est compatible a` la structure syme´trique de L
signifie que ℓL co¨ıncide avec le morphisme Λ(λ) : Λ(inv
∗L) −→ Λ(L).
2.3. Dans SGA7 I expose´ VII §3, Grothendieck prouve que Biext1(P, P ;G) ∼=
Ext1(P ⊗L P,G). De fac¸on analogue, dans [Br83] §8 Breen fournit l’interpre´tation
homotopique des biextensions syme´triques, des torseurs cubistes et des Σ-torseurs.
Graˆce a` cette intepretation, on a l’analogie suivant:
- une biextension B de (P, P ) par G est l’analogue d’une application f :
P ⊗ P −→ G;
- la biextension syme´trise´e B ∧ s∗B de B est l’analogue de l’application
syme´trise´e f(p, p′) + f(p′, p) de f(p, p′);
- imposer une structure de biextension sur Λ(L) = m∗L ∧ p∗1L
−1 ∧ p∗2L
−1 est
analogue a` imposer a` la premie`re diffe´rence de q : P −→ G, Q(p, p′) = q(p +
p′)− q(p)− q(p′) d’eˆtre biline´aire, i.e. les torseurs cubistes sont les analogues des
applications de degre´ 2;
- unG-torseur syme´trique L sur P est l’analogue d’une application q : P −→ G
tel que q(p) = q(−p) pour chaque p dans P ;
- imposer la compatibilite´ entre la structure cubiste de L et la structure de
syme´trie de L est analogue a` imposer que q : P −→ G soit de degre´s 2 et que
q(p) = q(−p) pour chaque p dans P, i.e. les Σ-torseurs sont les analogues des
applications quadratiques.
2.4. Apre`s ce rappel sur les Σ-torseurs, on va maintenant de´montrer que la donne´e
d’un Σ-torseur sur une varie´te´ abe´lienne est e´quivalente a` la donne´e d’une structure
d’alge`bre de Lie sur un 1-motif.
Soit M = [0 −→ G] un 1-motif de M(k), ou` W−1(M) = G est une extension
d’une varie´te´ abe´lienne A par un tore Y (1). Notons d : A −→ A×A le morphisme
diagonal de A.
2.5. Proposition
La donne´e d’un Σ−Y (1)-torseur ((L, λ), (B, ξB), α, β) sur A e´quivaut a` la donne´e
d’une structure d’alge`bre de Lie [ , ] :M ⊗M −→M sur M .
Plus pre´cisement, le crochet de Lie [ , ] et la biextension syme´trique (B, ξB) se
de´finissent mutuellement via (1.3.1), et le Σ−Y (1)-torseur correspondant au cro-
chet de Lie [ , ] est la restriction d∗B de la biextension syme´trique B .
PREUVE: Soit ((L, λ), (B, ξB), α, β) un Σ − Y (1)-torseur sur A. Par de´finition,
la biextension syme´trique (B, ξB) de´finit une application biline´aire antisyme´trique
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[ , ] : A⊗A −→ Y (1). Cette application se rele`ve en un morphisme [ , ] : G⊗G −→
Y (1) biline´aire antisyme´trique, qui a` cause des poids est la seule composante non
nulle d’un morphisme [ , ] :M⊗M −→M . Pour chaque x et y dansM =W−1(M),
le produit [x, y] est dans W−2(M) = Y (1) et donc le produit [[x, y], z] est nul pour
chaque z dans M . L’application [ , ] ve´rifie donc trivialement l’identite´ de Jacobi.
Soit [ , ] : M ⊗M −→ M une structure d’alge`bre de Lie sur M . A cause
des poids, elle a pour seule composante non nulle [ , ] : G⊗ G −→ Y (1). Puisque
Y (1) ⊗ Y (1) est un motif de poids -4, ce dernier morphisme se factorise par un
morphisme A⊗A −→ Y (1) toujours biline´aire et antisyme´trique, et qui via (1.3.1)
de´finit une biextension syme´trique (B, ξB) de (A,A) par Y (1). D’apre`s [Br83] 5.7
la restriction d∗B de B par le morphisme diagonal d : A −→ A×A est muni d’une
Σ-structure canonique ((d∗B, (−1)), (B ∧ s∗B, ξB∧s∗B), γB, 1 ∧ νB).
2.6. Appliquons cette proposition aux Σ-torseurs obtenus a` partir de biextensions:
Soit B une biextension de (A,A) par Y (1). La restriction d∗B de B par le mor-
phisme diagonal d : A −→ A×A est un Y (1)-torseur syme´trique dont la structure
de syme´trie est donne´e par l’isomorphisme de torseurs −1 : (−1)∗d∗B −→ d∗B, ou`
−1 : A −→ A est la loi d’inverse de la varie´te´ abe´lienne A. De plus, d’apre`s [Br83]
5.7 ce torseur est de fac¸on canonique un Σ− Y (1)-torseur sur A : sa Σ-structure
canonique est donne´e par le quadruplet
((d∗B,−1), (B ∧ s∗B, ξB∧s∗B), γB, 1 ∧ νB)
ou` γB : B ∧ s
∗B −→ Λ(d∗B) et 1 ∧ νB : d
∗(B ∧ s∗B) −→ (d∗B)2 (cf. (1.3.2), (1.3.3)
et (2.2.1)).
2.7. Corollaire
La donne´e du Σ − Y (1)-torseur d∗B = ((d∗B,−1), (B ∧ s∗B, ξB∧s∗B), γB, 1 ∧ νB)
sur A e´quivaut a` la donne´e du crochet de Lie [ , ] : M ⊗M −→ M correspondant
a` la biextension syme´trique (B ∧ s∗B, ξB∧s∗B) via (1.3.1).
PREUVE: Puisque s◦d = d, on observe que d∗(B∧s∗B) = 2 d∗B. A partir de cette
remarque, il suffit d’appliquer la proposition 2.5 et de se rappeler qu’en travaillant
modulo isoge`nie, on peut inverser le 2.
2.8. Exemple: Soient x et y deux entiers non nuls. A partir de la biextension de
Poincare´ P∗ de (A∗, A), on va construire de fac¸on explicite une biextension P de
(Ax + (A∗)y, Ax + (A∗)y) par Zx·y(1), et le crochet de Lie sur le 1-motif scinde´
(Ax+(A∗)y)+Zx·y(1) de´fini par le Σ−Zx·y(1)-torseur d∗P, ou` d est le morphisme
diagonal de Ax + (A∗)y.
Conside´rons (x · y)-copies de la biextension de Poincare´ P de (A,A∗), (x · y)-
copies de la biextension de Poincare´ P∗ de (A∗, A), x2-copies de la biextension
trivial 0A = A × A × Gm de (A,A) par Gm et y
2-copies de la biextension trivial
0A∗ = A
∗×A∗×Gm de (A
∗, A∗) par Gm. Parce que la cate´gorie Biext
1(A,A∗;Gm)
est additive en les variables A et A∗ (voir SGA 7 I Expose´ VII (2.4.2)), a` partir de
12
ces (x+y)2-biextensions on obtient une biextension B de (Ax+(A∗)y, Ax+(A∗)y)







De fac¸on explicite, B se construit ainsi (cf. SGA7 I expose´ VII 2.4 ou [Br83]
(1.2.3)): soient prAi : A
x+(A∗)y −→ A et prA
∗
j : A
x+(A∗)y −→ A∗ les projections
canoniques respectivement sur le i-e`me et le x + j-e`me facteur pour i = 1, . . . , x


























sont respectivement des biextensions de (Ax+(A∗)y, A) par Gm et (A
x+(A∗)y, A∗)
















A partir de (x·y)-copies de la biextension B, en utilisant la proprie´te´ d’additivite´ de
la cate´gorie Biext1(Ax+(A∗)y, Ax+(A∗)y;Gm) cette fois par rapport a` l’argument
Gm, on construit une biextension P de (A
x+(A∗)y, Ax+(A∗)y) par Zx·y(1): pour
l = 1, . . . , x ·y, soient sl : Gm −→ Z
x·y(1) les sections qui de´crivent Zx·y(1) comme
somme directe de ses facteurs. La biextension P est le produit contracte´ des images





Posons C = Ax + (A∗)y,W (1) = Zx·y(1) et notons
N = C +W (1)
le 1-motif scinde´ de seules composantes non nulles W−1(N) = C et W−2(N) =
W (1). Soit d : C −→ C × C le morphisme diagonal de C. La restriction d∗P
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de la biextension P de (C,C) par W (1), est munie d’une structure de Σ−W (1)-
torseur sur C. D’apre`s le corollaire 2.7 la donne´e de ce Σ − W (1)-torseur est
e´quivalente a` la donne´e du crochet de Lie [ , ] : N ⊗N −→ N correspondant a` la
biextension syme´trique (P ∧ s∗P, ξP∧s∗P) via (1.3.1). Par construction ce crochet
de Lie [ , ] : N ⊗N −→ N s’explicite ainsi
(2.8.4)
[ , ]|Ax⊗Ax = 0
[ , ]|(A∗)y⊗(A∗)y = 0
[ , ]|Ax⊗(A∗)y : A
x ⊗ (A∗)y −→ Zx·y(1)
(a1, . . . , ax), (b1, . . . , by) 7−→ (< ai, bj >)i,j
ou` < , >: A ⊗ A∗ −→ Z(1) est l’accouplement de Weil de´fini via (1.3.1) par la
biextension de Poincare´ P de (A,A∗), qui est une biextension syme´trique. Par
conse´quent le produit [ , ] : N ⊗ N −→ N, de seule composante non nulle [ , ] :
C ⊗ C −→ W (1), s’ide´ntifie a` (x · y)-copies de l’accouplement de Weil < , >:
A⊗ A∗ −→ Z(1).
2.9. Remarque: Si on identifie A et A∗ avec Ext1(A∗,Gm) et Ext
1(A,Gm) respec-
tivement, un point dans la fibre (d∗P)c de d
∗P au dessus d’un point c = (c1, c2) de
Ax × (A∗)y(k), correspond a` un 1-motif Nc tel que
(i) W−2(Nc) = Z
y(1), et
(ii) W−1(Nc) est parametrise´ par le point c1 de A
x et (W0/W−1(Nc))
∗ est
parame´trise´ par le point c2 de (A




c ) = [Z
y c2−→A∗]). On peut re´sumer la situation avec le diagramme
suivant
Zx·y(1) − d∗P −→ Ax × (A∗)y −→ 0
= ↑ ↑
Zx·y(1) − (d∗P)c −→ [Z
x c1−→A] + [Zy
c2−→A∗] −→ 0
ou` on a identifie le point c de Ax× (A∗)y(k) avec le 1-motif [Zx
c1−→A]+ [Zy
c2−→A∗]
et ou` les traits horizontaux de´signent le fait que d∗P est un W (1)-torseur.
3. Etude de GrW∗ (LieGmot(M)).
3.1. Soient M = [X
u
−→G] un 1-motif de M(k) de gradue´ M˜ = X +A+ Y (1) (i.e.
M˜ ∼= GrW∗ (M)), et 〈M〉
⊗ la sous-cate´gorie tannakienne de M(k) engendre´e par
M . Dans cette section on va calculer de fac¸on explicite les crans GrW−1 et Gr
W
−2 de




Le dual de M˜ est le 1-motif M˜v = Y v(−1) + Av +Xv, ou` Y v(−1), Av et Xv sont
des motifs purs de poids respectifs 2, 1 et 0. Puisque End(M˜) ∼= M˜v ⊗ M˜, on
observe que E est le 1-motif scinde´, de poids ≤ −1, de seules composantes non
nulles
E−1 = X
v ⊗A+ Av ⊗ Y (1)
E−2 = X
v ⊗ Y (1)
de poids respectifs -1 et -2. D’apre`s (1.2.1) le 1-motif Av ⊗ Y (1) est isomorphe au
1-motif A∗ ⊗ Y . De plus, A∗ ⊗ Y (k) = (A∗)rgY (k) et Xv ⊗ A(k) = ArgX
v
(k).
La composition des endomorphismes de´finit un produit
P : E ⊗E −→ E
sur E de seule composante non nulle le morphisme E−1 ⊗ E−1 −→ E−2 de 〈M〉
⊗
qui s’explicite ainsi:
E−1 ⊗E−1 −→ (X
v ⊗ A)⊗ (A∗ ⊗ Y ) −→ Z(1)⊗Xv ⊗ Y = E−2
ou` la premie`re fle`che est la projection de E−1 ⊗ E−1 sur le facteur (X
v ⊗ A) ⊗
(A∗ ⊗ Y ) et la deuxie`me fle`che provient du morphisme PP : A ⊗ A
∗ −→ Z(1)
de´fini par la biextension de Poincare´ P de (A,A∗) par Z(1) (cf. (1.3.1)). Ce
produit P : E−1 ⊗ E−1 −→ E−2 munit E d’une structure d’anneau. L’action de





v ⊗A)⊗X −→ A
α2 :(A
∗ ⊗ Y )⊗ A −→ Y (1)
γ :(Xv ⊗ Y (1))⊗X −→ Y (1)
ou` la premie`re et la dernie`re fle`che se de´duisent du morphisme e´valuation evXv :
Xv ⊗ X −→ Z(0), tandis que la deuxie`me provient de l’accouplement de Weil
PP : A⊗ A
∗ −→ Z(1). Les morphismes α1 et γ sont donc des projections.
Le morphisme (α1, α2, γ) : E ⊗ M˜ −→ M˜ munit le 1-motif M˜ d’une structure de
E-module.
3.2. D’apre`s (1.3.1) le produit P : E−1 ⊗ E−1 −→ E−2 de´finit une biextension B
de (E−1, E−1) par E−2. Si d : E−1 −→ E−1 ×E−1 de´signe le morphisme diagonal
de E−1, d’apre`s le corollaire 2.7 le Σ−X
v ⊗ Y (1)-torseur
d∗B = ((d∗B,−1), (B ∧ s∗B, ξB∧s∗B), γB, 1 ∧ νB)
munit le 1-motif E du crochet de Lie [ , ] : E ⊗E −→ E, de seule composante non
nulle
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[ , ] : E−1 ⊗ E−1 −→ E−2.
Ce crochet [ , ], qui correspond via (1.3.1) a` la biextension syme´trise´e B ∧ s∗B, est
l’antisyme´trise´ du produit P : E−1 ⊗E−1 −→ E−2 (cf. remarque 1.4). Le 1-motif
E, muni de ce crochet de Lie, est une alge`bre de Lie (E, [ , ]).
Puisque le diagramme
E−1 ⊗ E−1 ⊗X
idE−1 ⊗ α1✲ E−1 ⊗ A
α2✲ Y (1)





est commutatif, le morphisme (α1, α2, γ) : E⊗M˜ −→ M˜ est compatible au crochet
de Lie [ , ] : E−1 ⊗ E−1 −→ E−2 et donc M˜ est un (E, [ , ])-module de Lie. On a
de´montre´
3.3. Lemme
(1) E = W−1(End(M˜)) est muni d’une structure d’alge`bre de Lie, [ , ] : E ⊗
E −→ E, qui e´quivaut via 2.7 a` la donne´e du Σ − Xv ⊗ Y (1)-torseur d∗B =
((d∗B,−1), (B ∧ s∗B, ξB∧s∗B), γB, 1 ∧ νB);
(2) M˜ est muni d’une structure de (E, [ , ])-module de Lie.
3.4. Remarques:
(1) La donne´e des fle`ches α1 et γ est e´quivalente a` la donne´e des homomor-
phismes Gal(k/k)-e´quivariants α1 : A
rgXv(k)⊗X(k) −→ A(k) et γ : Y (1)rgX
v
(k)⊗
X(k) −→ Y (1)(k) respectivement.
(2) La donne´e du morphisme α2 : (A
∗ ⊗ Y ) ⊗ A −→ Y (1) est e´quivalente a`
la donne´e de l’homomorphismes Gal(k/k)-e´quivariant α2 : (A
∗)rgY (k)⊗A(k) −→
Y (1)(k) qui s’identifie a` rg(Y )-copies de l’accouplement de Weil PP : A⊗ A
∗ −→
Z(1). Par conse´quent, sur k la biextension B est la biextension P construite de
fac¸on explicite dans l’exemple 2.8 et le crochet de Lie [ , ] : E⊗E −→ E est de´crit
par les formules (2.8.4) (il suffit de prendre x = rgXv et y = rgY ).
(3) Le dual de Cartier de M˜ est le 1-motif scinde´ M˜∗ = Y v + A∗ + Xv(1).
D’apre`s (1.2.1), on observe que
End(M˜∗) ∼= (M˜∗)v ⊗ M˜∗ = (M˜v(1))v ⊗ M˜v(1)
= M˜(−1)⊗ M˜v(1)
= M˜ ⊗ M˜v ∼= End(M˜).
Par conse´quence, le 1-motif E s’identifie avec W−1(End(M˜
∗)) et son action E ⊗




∗ ⊗ Y )⊗ Y v −→ A∗
α∗1 :(X
v ⊗A)⊗A∗ −→ Xv(1)
γ∗ :(Xv ⊗ Y (1))⊗ Y v −→ Xv(1)
ou` α∗2 et γ
∗ sont des projections tandis que α∗1 est donne´e par la biextension de
Poincare´ P de (A,A∗).
3.5. Soit (X, Y v, A, A∗, v : X −→ A, v∗ : Y v −→ A∗, ψ : X ⊗ Y v −→ (v × v∗)∗P)
le 7-uplet qui de´finit le 1-motif M = [X
u
−→G] (cf. 1.1). Le Σ−Xv⊗Y (1)-torseur
d∗B de´fini en 3.2, permet d’interpreter les donne´es v, v∗ et ψ en termes de points:
Graˆce aux morphismes δXv : Z(0) −→ X ⊗X
v et evX : X ⊗X
v −→ Z(0), la






De fac¸on analogue, le morphisme v∗ : Y v −→ A∗ e´quivaut au morphisme
V ∗ : Z(0)
δY−→ Y v ⊗ Y
v∗⊗IdY−→ A∗ ⊗ Y.
Par conse´quent se donner les homomorphismes Gal(k/k)-e´quivariants v : X(k) −→
A(k) et v∗ : Y v(k) −→ A∗(k) est e´quivalent a` se donner un point b = (b1, b2) de
E−1(k) = A⊗X
v(k) + A∗ ⊗ Y (k).
La trivialisation ψ de l’image re´ciproque par (v × v∗) de la biextension de
Poincare´ P de (A,A∗) correspond a` un point b˜ dans la fibre de d∗B au dessus de
b = (b1, b2) : Le groupe des caracte`res du tore X
v ⊗ Y (1) est le Gal(k/k)-module
X ⊗ Y v. Fixons un e´le´ment (x, yv) de X ⊗ Y v(k). Par de´finition du point b, il
existe un e´le´ment s de X(k) et un e´le´ment t de Y v(k) tels que v(x) = α1(b1, s) ∈
A(k) et v∗(yv) = α∗2(b2, t) ∈ A
∗(k). Notons i∗
x,yv
d∗B la restriction de d∗B par
l’inclusion ix,yv : {(v(x), v
∗(yv))} −→ E−1 dans E−1 de la sous-varie´te´ abe´lienne







d∗B par le caracte`re (x, yv) : Xv ⊗ Y (1) −→ Z(1) est un Σ− Z(1)-torseur
















d∗B au dessus de (v(x), v∗(yv)). Puisque la connaissance de la famille
de points {(b˜)x,yv}x,yv e´quivaut a` la connaissance d’un point k-rationnel b˜ de d
∗B
au dessus du point b de E−1(k), la donne´e de la trivialisation ψ e´quivaut a` la
donne´e du point b˜ de d∗B.
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On peut donc conclure:
3.6. Lemme
La donne´e du 1-motif M = [X
u
−→G] est e´quivalente aux donne´es
(a) du gradue´ M˜ = X +A+ Y (1) de M ;
(b) d’un point b = (b1, b2) dans E−1(k) = X
v ⊗ A(k) + A∗ ⊗ Y (k);
(c) d’un point k-rationnel b˜ dans la fibre de d∗B au dessus du point b de E−1.
3.7. Avant de caracte´riser la cate´gorie tannakienne engendre´e par le 1-motif M =
[X
u
−→G], on a besoin d’introduire quelques notations:
- Soit B la plus petite sous-varie´te´ abe´lienne (a` isogenie pre`s) de Xv⊗A+A∗⊗
Y contenant le point b = (b1, b2) ∈ X
v ⊗ A(k)× A∗ ⊗ Y (k). La restriction i∗d∗B
de d∗B par l’inclusion i : B −→ E−1 de B dans E−1, est un Σ−X
v⊗Y (1)-torseur
sur B.
- Notons Z1 le plus petit sous Gal(k/k)-module de X
v ⊗ Y tel que le tore
Z1(1), qu’il de´fini, contienne l’image du crochet de Lie [ , ] : B⊗B −→ X
v⊗Y (1).
L’image directe p∗i
∗d∗B du Σ − Xv ⊗ Y (1)-torseur i∗d∗B par la projection p :
Xv⊗Y (1) −→ (Xv⊗Y/Z1)(1) est alors un Σ− (X
v⊗Y/Z1)(1)-torseur trivial sur
B, i.e. p∗i
∗d∗B = B × (Xv ⊗ Y/Z1)(1). On note
π : p∗i
∗d∗B −→ (Xv ⊗ Y/Z1)(1)
la projection canonique et s : B −→ p∗i
∗d∗B la section canonique. On peut
re´sumer la situation avec le diagramme suivant
Xv ⊗ Y (1) = Xv ⊗ Y (1)
p
−→ (Xv ⊗ Y/Z1)(1)
| | ↑π





←− B = B
↓ ↓ ↓
0 0 0
ou` les traits verticaux de´signent le fait que d∗B est un Xv ⊗ Y (1)-torseur.
D’apre`s 3.6 le rele`vement u : X −→ G du morphisme v : X −→ A est e´quivalent
a` la donne´e du point b˜ de d∗B au dessus du point b. Notons encore b˜ les points de
i∗d∗B et de p∗i
∗d∗B au dessus du point b de B.
- Soit Z le plus petit sous Gal(k/k)-module de Xv ⊗ Y contenant Z1 et tel
que le sous-tore (Z/Z1)(1) de (X
v ⊗ Y/Z1)(1) contienne π(b˜). Le tore Z(1) est
donc le plus petit sous-tore de Xv ⊗ Y (1) contenant Z1(1) et le point π(b˜).
A partir du 1-motif M = [X
u
−→G] on a donc construit la plus petite sous-alge`bre
de Lie (B,Z(1), [ , ]) de (E, [ , ]) qui contient toutes les donne´es pour de´finir b˜. De
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plus d’apre`s 3.3, via la restriction des morphismes (3.1.1) a` B et Z(1), M˜ est un
(B,Z(1), [ , ])-module de Lie.
3.8. The´ore`me
Le foncteur “prendre le gradue´” GrW∗ : 〈M〉
⊗ −→ 〈M˜〉⊗ induit une e´quivalence de
〈M〉⊗ avec la cate´gorie des objets de 〈M˜〉⊗ munis de l’action de l’alge`bre de Lie
(B,Z(1), [ , ]) de´finie via (3.1.1).
PREUVE: Il suffit de prouver qu’a` partir de l’action de (B,Z(1), [ , ]) sur M˜ on
peut construire un quelconque ⊗-ge´ne´rateur de la cate´gorie 〈M〉⊗.
Le gradue´ M˜ = X +A+ Y (1) fournit le quadruplet (X, Y v, A, A∗), ou` Y v est
le groupe des caracte`res du tore Y (1).
Soient {ei}i une base de X(k) et {f
∗
j }j une base de Y
v(k). Choisissons un
point P de B ∩ Xv ⊗ A(k) et un point Q de B ∩ A∗ ⊗ Y (k) tels que la sous-
varie´te´ abe´lienne de Xv ⊗ A+A∗ ⊗ Y qu’ils engendrent, soit isoge`ne a` B. Soient
v : X(k) −→ A(k) et v∗ : Y v(k) −→ A∗(k) les homomorphismes Gal(k/k)-
e´quivariants de´finis par
v(ei) = α1(P, ei),





Comme dans 3.7, notons Z1(1) le plus petit sous-tore de Z(1) qui contient
[B,B]. Choisissons un point ~q = (q1, . . . , qrg (Z/Z1)) de (Z/Z1)(1)(k) tel que les
points q1, . . . , qrg (Z/Z1) soient multiplicativement inde´pendants.
Soit Γ : Z(1)(k)⊗X⊗Y v(k) −→ Z(1)(k) l’homomorphisme Gal(k/k)-e´quiva-
riant obtenu a` partir des fle`ches γ : (Xv⊗Y (1))⊗X −→ Y (1) et evY : Y ⊗Y
v −→




j ) = Γ([P,Q], ~q, ei, f
∗
j ).
D’apre`s la remarque 3.4 (2), le point ψ(ei, f
∗
j ) fournit un point dans la fibre, au
dessus de (ei, f
∗
j ), de l’image re´ciproque par (v×v
∗) de la biextension de Poincare´
P de (A,A∗). On a donc que ψ est une trivialisation Gal(k/k)-e´quivariant de
(v × v∗)∗P.
Les morphismes v, v∗ et ψ de´finissent un 1-motif (X, Y v, A, A∗, v, v∗, ψ), qui
par construction, engendre la meˆme cate´gorie tannakienne de M .
3.9. Remarques:
(1) Les points k-rationnels P,Q, ~q choisis dans cette de´monstration permet-
tent seulement de fixer un ⊗-ge´ne´rateur de la cate´gorie tannakienne 〈M〉⊗ et ne
permettent pas de retrouver le 1-motifM . En effet, conside´rons l’exemple suivant:
soitM = [Z
u
−→G3m] le 1-motif deM(k) de´fini par u(1) = (q1, q2, 1) avec q1, q2 deux
e´le´ments de Gm(k) − µ∞ multiplicativement inde´pendants ( µ∞ est le groupe
des racines de l’unite´ dans k). On a alors que Z(1) = G2m et que la cate´gorie
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−→G2m] avec u(1) = (p1, p2), p1 et p2 deux e´le´ments de Gm(k)−µ∞ mul-
tiplicativement inde´pendants qui appartiennent au groupe multiplicatif engendre´
par q1 et q2;
- [Z4
u
−→Gm] avec u(1, 0, 0, 0) = r1, u(0, 1, 0, 0) = r
3
1 , u(0, 0, 1, 0) = 1
u(0, 0, 0, 1) = r2, r1 et r2 deux e´le´ments de Gm(k)− µ∞ multiplicativement inde´-
pendants qui appartiennent au groupe multiplicatif engendre´ par q1 et q2.
(2) Graˆce a` ce the´ore`me, on peut conclure que (B,Z(1), [ , ]) est la plus petite
sous-alge`bre de Lie de (E, [ , ]) qui a la proprie´te´ de caracte´riser la cate´gorie 〈M〉⊗
au moyen de son action sur le gradue´ M˜ de M .
3.10. Corollaire
Le gradue´ par le poids GrW∗ (LieW−1Gmot(M)) de l’alge`bre de Lie du radical unipo-
tent du groupe de Galois motivique de M est l’alge`bre de Lie (B,Z(1), [ , ]).
En particulier, GrW−1(LieGmot(M)) = (B, [ , ]) et W−2(LieGmot(M)) = (Z(1), [ , ]).
PREUVE: Le foncteur “prendre le gradue´” GrW∗ : 〈M〉
⊗ −→ 〈M˜〉⊗ fournit l’inclu-




qui traduit le fait que le groupe de Galois motivique du gradue´ M˜ est le quotient
GrW0 du groupe de Galois motivique de M .
Si on applique le the´ore`me 8.17 [D90] a` ce foncteur GrW∗ , on obtient que la cate´gorie
〈M〉⊗ est e´quivalente a` la cate´gorie des objets de 〈M˜〉⊗ munis d’une action de
GrW∗ (Gmot(M)) factorisant l’action de Gmot(M˜) = Gr
W
0 (Gmot(M)). En passant
aux alge`bres de Lie, la cate´gorie 〈M〉⊗ est donc e´quivalente a` la cate´gorie des
objets de 〈M˜〉⊗ munis d’une action de
GrW−1(LieGmot(M)) +W−2(LieGmot(M)).
D’un autre coˆte´, d’apre`s le the´ore`me 3.8 la cate´gorie 〈M〉⊗ est e´quivalente a` la
cate´gorie des objets de 〈M˜〉⊗ munis de l’action de l’alge`bre de Lie
(B,Z(1), [ , ])
de´crite en (3.1.1). La proprie´te´ universelle (1.5.2) de Gmot(M) nous fournit alors
l’inclusion
GrW−1(LieGmot(M)) +W−2(LieGmot(M)) −→ (B,Z(1), [ , ]).
Mais d’apre`s la remarque 3.9 (2), (B,Z(1), [ , ]) est la plus petite sous-alge`bre de
Lie qui a la proprie´te´ de caracte´riser la cate´gorie 〈M〉⊗ au moyen de son action
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sur le gradue´ M˜ , et donc on peut conclure que cette inclusion est en re´alite´ un
isomorphisme, i.e.
GrW−1(LieGmot(M)) +W−2(LieGmot(M))
∼= (B,Z(1), [ , ]).
3.11. Remarques:
(1) Si le 1-motif M est quasi-de´ficient, i.e. si W−1(Gmot(M)) est abe´lien (cf.
[B02]), la varie´te´ abe´lienne B correspond a` la varie´te´ abe´lienne isotrope maximale
introduite par D. Bertrand dans la preuve du the´ore`me 1 [Be98].
(2) D’apre`s l’analogue motivique de 1.4 et (1.3.1) [B02], le sous-tore Z1(1) de
W−2(LieGmot(M)) est le groupe de´rive´ de W−1(LieGmot(M)).
4. Preuve du the´ore`me principal
4.1. Graˆce aux re´sultats du paragraphe 3, on peut finalement prouver que le radical
unipotent W−1(LieGmot(M)) de l’alge`bre de Lie du groupe de Galois motivique
de M est la varie´te´ semi-abe´lienne extension de B par Z(1) de´finie par l’action
adjointe de l’alge`bre de Lie (B,Z(1), [ , ]) sur B + Z(1). Pour faire ceci, on doit
d’abord ge´ne´raliser la preuve du the´ore`me 3.8.
Soit (C+W (1), [ , ]) une alge`bre de Lie deM(k), ou` C est une varie´te´ abe´lienne
et W (1) un tore. D’apre`s la proposition 2.5, le crocher de Lie [ , ] fournit un
Σ−W (1)-torseur D sur C.
4.2. Lemme
Soient c un point de C(k) et c˜ un point k-rationnel dans la fibre de D au dessus
de c.
Une action fide`le de l’alge`bre de Lie (C+W (1), [ , ]) sur un 1-motif N˜ de filtration
par le poids scinde´e, fournit un 1-motif N de gradue´ N˜ .
PREUVE: Soit N˜ = X + A+ Y (1) un 1-motif de M(k) de filtration par le poids
scinde´e.
Puisque l’action est fide`le, le 1-motif C +W (1) s’injecte dans le motif End(N˜) ∼=
N˜v⊗ N˜ et donc C est une sous-varie´te´ abe´lienne de Xv⊗A+A∗⊗Y et W (1) est
un sous-tore de Xv ⊗ Y (1).
L’action de l’alge`bre de Lie (C+W (1), [ , ]) sur N˜ est de´finie par la restriction
a` C et a` W (1) des fle`ches de 〈N˜〉⊗
α1 : (X
v ⊗A)⊗X −→ A
α2 : (A
∗ ⊗ Y )⊗ A −→ Y (1)
γ : (Xv ⊗ Y (1))⊗X −→ Y (1).
ou` la premie`re et la dernie`re fle`che se de´duisent du morphisme e´valuation evXv :
Xv ⊗ X −→ Z(0), tandis que la deuxie`me provient de l’accouplement de Weil
PP : A⊗ A
∗ −→ Z(1). Les morphismes α1 et γ sont donc des projections.
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Le dual de Cartier de N˜ est le 1-motif N˜∗ = Y v + A∗ + Xv(1). Comme on l’a
de´ja` remarque´ en 3.4 (3), les motifs End(N˜∗) et End(N˜) sont isomorphes, et donc
l’alge`bre de Lie (C +W (1), [ , ]) agit aussi sur N˜∗ via les fle`ches
α∗2 :(A
∗ ⊗ Y )⊗ Y v −→ A∗
α∗1 :(X
v ⊗A)⊗A∗ −→ Xv(1)
γ∗ :(Xv ⊗ Y (1))⊗ Y v −→ Xv(1)
ou` α∗2 et γ
∗ sont des projections tandis que α∗1 est donne´e par la biextension de
Poincare´ P de (A,A∗).
Soient c1 et c2 les projections du point c dans A⊗X
v(k) et A∗⊗Y (k) respec-
tivement et notons V : Z(0)(k) −→ A ⊗Xv(k) et V ∗ : Z(0)(k) −→ A∗ ⊗ Y (k) les
homomorphismes Gal(k/k)-e´quivariants de´finis par c1 und c2. Graˆce aux fle`ches
e´valuations evX : X ⊗ X
v −→ Z(0) et evY : Y ⊗ Y
v −→ Z(0), a` partir de V et
V ∗ on obtient des homomorphismes Gal(k/k)-e´quivariants v : X(k) −→ A(k) et
v∗ : Y v(k) −→ A∗(k). On a donc construit le 6-uplet (X, Y v, A, A∗, v, v∗).
Prouvons maintenant que la donne´e du point c˜ correspond a` une trivialisation
ψ de de l’image re´ciproque par (v×v∗) de la biextension de Poincare´ P de (A,A∗).
Le point c˜ de D est de´fini par le point c de C(k) et par un point ~z de W (1)(k).
Soit Γ :W (1)(k)⊗X⊗Y v(k) −→ Z(1)(k) l’homomorphisme Gal(k/k)-e´quivariant
obtenu a` partir des fle`ches γ : W (1) ⊗ X −→ Y (1) et evY : Y ⊗ Y
v −→ Z(0).
Notons ψ : X ⊗ Y v(k) −→ Z(1)(k) l’homomorphisme Gal(k/k)-e´quivariant de´fini
par
ψ(s, t) = Γ(~z, s, t)
pour chaque e´le´ment (s, t) de X ⊗ Y v(k). D’apre`s la remarque 3.4 (2), le point
ψ(s, t) fournit un point dans la fibre, au dessus de (s, t), de l’image re´ciproque
par (v × v∗) de la biextension de Poincare´ P de (A,A∗), i.e. ψ est une triv-
ialisation Gal(k/k)-e´quivariant de (v × v∗)∗P. On a donc construit un 1-motif
N = (X, Y v, A, A∗, v, v∗, ψ) dont le gradue´ est N˜ .
4.3. A partir de maintenant on va reprendre les notations de 3.7. D’apre`s le
corollaire 3.10, GrW−1(LieGmot(M)) est la plus petite sous-varie´te´ abe´lienne B de
Xv⊗A+A∗⊗ Y contenant le point k-rationnel b = (b1, b2) et W−2(LieGmot(M))
est le plus petit sous-tore Z(1) de Xv ⊗ Y (1) contenant les donne´es nece´ssaires
pour de´finir le point k-rationnel b˜ dans la fibre de d∗B au dessus du point b.
4.4. PREUVE du the´ore`me principal:
D’apre`s 3.10 il est clair que la suite (0.1.1) est exacte. Les morphismes (1.5.1)
de´finissent une action du groupe Gmot(M) sur chaque e´le´ment de 〈M〉
⊗. Par pas-
sage aux Ind-objets, on obtient une action de Gmot(M) sur tout sche´ma affine
motivique en 〈M〉⊗. En particulier, Gmot(M) agit sur lui-meˆme par automor-
phismes inte´rieurs (cf. [D89] 6.1) et donc (B,Z(1), [ , ]) agit sur B + Z(1) par
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action adjointe. Si on applique le lemme 4.2 a` cette action et au point b de B(k)
on obtient le 1-motif [0 −→W−1(LieGmot(M))].
4.5. Remarque: Le dual de Cartier du 1-motif [0 −→ W−1(LieGmot(M))] peut se
construire de fac¸on explicite:
Le dual de Cartier de B+Z(1) est le 1-motif Zv+B∗, ou` Zv est le sous Gal(k/k)-
module de X ⊗Y v qui correspond au tore Z(1) et B∗ est la sous-varie´te´ abe´lienne
de X ⊗ A∗ + A ⊗ Y v duale de B. Puisque End(B + Z(1)) ∼= End(Zv + B∗),
l’alge`bre de Lie (B,Z(1), [ , ]) agit aussi sur Zv + B∗. Cette action duale a pour
seule composante non nulle la restriction β∗
|B,Zv
: B ⊗ Zv −→ B∗ a` B, B∗ et Zv
de la fle`che
β∗ : (Xv ⊗A+ A∗ ⊗ Y )⊗X ⊗ Y v −→ A⊗ Y v +X ⊗ A∗
qui est la compose´e des fle`ches
β∗1 : (X
v ⊗ A)⊗X ⊗ Y v −→ A⊗ Y v
β∗2 : (A
∗ ⊗ Y )⊗X ⊗ Y v −→ X ⊗ A∗
ou` β∗1 s’identifie a` rg(Y
v)-copies de la projection α1 : (X
v⊗A)⊗X −→ A introduite
en (3.1.1) et β∗2 s’identifie a` rg(X)-copies de la projection α
∗
2 : (A
∗⊗Y )⊗Y v −→ A∗
introduite en (3.4.1). On a donc que aussi





+ ((A∗)rgY ⊗ Y v)rgX −→ Arg Y
v
+ (A∗)rgX
est une projection: c’est la projection qui repre´sente l’action adjointe de l’alge`bre




V : Zv(k) −→ B∗(k)





Par construction, le 1-motif [V : Zv −→ B∗] est le dual de Cartier du 1-motif
[0 −→W−1(LieGmot(M))].
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